Stage Hippocampe « Mathématiques et Musique »
avec les élèves de 2nde option MPS du lycée Marseilleveyre

Dans le cadre de leur travail sur le thème : « Luthier, un métier d’art et de sciences ! », les élèves de 2nde option MPS du lycée Marseilleveyre ont participé le 7, 8 et 9 mars 2011 à un stage Hippocampe au sein de l’IREM de Marseille sur le thème « Mathématiques et Musique » encadré par Anne Pichon ainsi que Jean Dougnac, Julien Lefevre et Serge Troubetzkoy.
***

Les élèves se sont répartis en 6 groupes et ont travaillé sur 3 thèmes différents.
Ils ont faits des hypothèses, des calculs, des dessins, des vérifications à l’aide d’instruments de musique pendant un jour et demi aidés par leurs tuteurs et par Anne Pichon. 

A la fin de la deuxième journée, ils ont présenté un exposé de l’avancée de leurs recherches devant leurs camarades, épreuve difficile….

Puis le lendemain, ils ont confectionnés des posters résumant les idées et théories abordées, ils ont présentés ces posters aux chercheurs en mathématiques de la faculté ainsi qu’aux étudiants de licence. Ils ont pu ainsi répondre aux questions posées (pas toujours faciles…) et surtout échanger des idées. 

***



Les deux premiers thèmes sont liés et s’appuient sur cette expérience faite par les Pythagoriciens : Une corde est tendue entre deux chevilles sur une caisse de résonnance. 
· On pince la corde en son milieu et le son obtenu en jouant sur la moitié de corde restante se marie parfaitement avec le son de la corde à vide. On appellera «octave » l’intervalle obtenu entre ces deux sons.

· On pince la corde au 2/3 de la corde et le son obtenu en jouant sur les deux tiers de corde restante sonne bien aussi avec le son de la corde à vide. On appellera «quinte » l’intervalle obtenu entre ces deux sons.

***

1) La quinte du loup

Les élèves ont travaillé sur les fréquences de chaque son (qui est inversement proportionnelle à la longueur de la corde).
Ils ont construit une suite de nombres qui correspondent à des sons sur le principe suivant : 

La fréquence de départ est 1. 

On multiplie par 3/2 la fréquence précédente afin d’obtenir la quinte supérieure et si la fréquence obtenue est en dehors de l’intervalle [1 ;2] on la divise par 2 pour la ramener à l’octave inférieur.

Ils ont ensuite ordonné ces fréquences dans l’ordre croissant.
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Les élèves ont pu ainsi comprendre pourquoi la gamme utilisée le plus couramment contient 12 demi-tons et pourquoi l’on était contraint de faire une approximation correspondant à cette fameuse quinte du loup qui sonne faux.
Les élèves ont aussi créé une nouvelle gamme construite sur le même principe mais en augmentant de quartes successives (au lieu des quintes) et ils l’ont jouée sur la corde d’un violoncelle après avoir fait quelques mesures sur le manche. Elle sonnait moins bien que la gamme précédente aux dires d’Anne Pichon qui a l’oreille musicale !
Ils ont aussi comparé la gamme crée avec la gamme dite Pythagoricienne. 
En calculant les fréquences de différents sons, ils ont montré que Do dièse n’était pas le même son que Ré bémol alors que dans la gamme dite tempérée du piano ou de la guitare, ces deux notes sont les mêmes.
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2) Gamme chromatique et congruences

Le travail des élèves a été basé sur le principe de la gamme tempérée : Cette gamme dite chromatique est composée de 12 notes espacées d’un même intervalle : le demi-ton.
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Deux notes successives de la gamme (peu importe lesquelles) ont donc toutes le même rapport de fréquence (puisque l’oreille humaine est sensible aux rapports de fréquence et non aux différences).

Ainsi la suite des fréquences des notes de la gamme est une suite géométrique de raison k vérifiant k12 = 2 puisque douze demi-tons forment une octave (qui s’obtient en multipliant la fréquence initiale par 2).
Les élèves ont déterminé une valeur approchée de ce nombre par approximations successives puis ont calculé les fréquences des notes de la gamme.
Ils ont découvert le système des congruences en travaillant à une octave près et en assimilant par exemple le Do3 au Do4. Ils ont ainsi travaillé modulo douze demi-tons et ont découvert les bases du calculs dans ( EQ \o(\d\ba2();\d\fo1()SYMBOL 90\fArial)
/12EQ \o(\d\ba2();\d\fo1()SYMBOL 90\fArial)
 , + ).
Ils ont aussi mis en évidences des sous groupes stables de EQ \o(\d\ba2();\d\fo1()SYMBOL 90\fArial)
/12EQ \o(\d\ba2();\d\fo1()SYMBOL 90\fArial)
 qu’ils ont nommés 
accords, en effet, les notes correspondantes se mariaient bien ensemble.
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En plaçant les douze demi-tons de la gamme sur le cadran d’une horloge, ils ont mis en place un moyen rapide de transposer une mélodie dans la tonalité désirée.
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3) Les canons rythmiques
A travers ce thème, les élèves ont étudié différentes façon de faire jouer le même rythme (décalé dans le temps) à 3 ou 4 instruments différents en faisant attention à ce qu’il n’y ait pas deux instruments qui jouent sur le même temps et à ce que chaque temps soit joué par un instrument.
L’étude des différentes possibilités n’a pas été très évidente, trouver de nouveaux canons a été un peu laborieux au départ. Cette recherche a amené les élèves à modéliser chaque canon par deux ensembles A et B représentant les temps joués et les temps d’entrée des différentes voix ainsi que la période du canon. Afin de déterminer si tous les temps étaient joués, les élèves ont établi une addition particulière de ces deux ensembles. 
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Ils se sont rendu compte que chaque canon possédait un canon dual (obtenu par échange de A et B) et ils se sont intéressés aux propriétés de ce dual. Des propriétés géométriques par exemple en représentant les canons sur un cercle et non plus de manière linéaire. 
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Ils ont joué avec beaucoup de sérieux et de concentration les canons obtenus à l’aide d’instruments de percussions ! 

***

Les élèves qui ont participé n’étaient pas tous des scientifiques mais ils ont été unanimes. Même si certains élèves ont été un peu déstabilisé au départ par le travail demandé (qui est bien moins cadré qu’au lycée) , ils ont tous beaucoup apprécié ces trois jours et souhaitent renouveler l’expérience. La présentation des posters a été un moment assez angoissant en amont mais au final très valorisant et plus. naturel que l’exposé fait la veille devant leur camarades. Le bilan de ces trois journées a été positif pour les élèves mais également pour le professeur qui les accompagnait !
Bénédicte Espariat

Professeur de mathématiques au Lycée Marseilleveyre

